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4. NUMEROSREALES.

4.1. Introduccion.

En la época de Pitégoras, se creia que |os Unicos nimeros gque existian eran los naturales (los
gue empleamos para contar) y los racionales (fracciones). Sin embargo, |os pitagéricos descubrieron
gue no podian medir la diagonal de un cuadrado con ningin nidmero. Asi pues, €l origen del
concepto de nimero irracional_se encuentra en la Geometria. Pitégoras fue € primero en sefidarlo
de forma parecida ala siguiente:

“Si se tiene un triangulo rectangulo cuyos catetos tienen longitud 1, la longitud de la
hipotenusa es igual a raiz cuadrada de 2 y éste no es un numero racional. Si escribimos raiz
cuadrada de 2 = a/b, dondea y b son nimeros enteros primos entre si, facilmente sellega a una

contradiccion con resultados conocidos de la divisibilidad de nimeros enteros’:

2
ﬁ:%e@irreducibm - 2:%:% —  hemos simplificado la fraccion %hastallegaraZ,

: ca . . : .
lo que no es posible s b esirreducible, ya que a 'y b no tienen divisores comunes.

Tan notable descubrimiento bien merecia, segun se cuenta, el sacrificio de 100 bueyes con
gue fue celebrado por Pitégoras.

L os mateméticos griegos posteriores estudiaron ademas de estos irracional es sencillos, otros
mas complicados aunque, en general, se puede decir que los griegos se limitaron esencialmente a
trabajar con los irracionales que se obtienen por aplicacion repetida de la extraccion de raices
cuadradas y que, por ello, se podian construir con lareglay e compas, pero nunca llegaron atener
laidea general de niUmero irracional.

Esta hizo su aparicion a final del sXVI, como consecuencia de la introduccion de los
nimeros decimales, cuyo uso se generalizo ya antes con motivo de la formacién de la tabla de
logaritmos. Cuando se transforma una fraccion en numero decimal, pueden obtenerse nimeros
decimales limitados o ilimitados, que son necesariamente periddicos. Ahora bien, nada hay que
impida considerar un nimero decimal no periodico, esto es un nimero decimal cuyas cifras se
suceden sin obedecer ley algunay sin parar. Historicamente acontece asi, que €l calculo obligé a
gue se introdujeran 10s nueves conceptos y, Sin que Se pensase gran cosa sobre su esencia y
fundamento, se operaba con ellos, afirmando su existencia; sobre todo a reconocer repetidamente
su extraordinaria utilidad. Solo a llegar a afio 1860 se vio la necesidad de formular
aritméticamente, de manera precisa, los fundamentos de los nUmeros irracionales. Weierstrass fue el
primero que abrié camino en estas investigaciones a través de las lecciones que explicaba en la
Universidad de Berlin. En @ afio 1872, G. Cantor, fundador de la teoria de conjuntos, dio en
Universidad de Hall una teoria general de dichos numeros. De forma simultanea pero
independiente, Dedekind hizo otro tanto en la Universidad de Brunswick.
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4.2. Namerosirracionales.

(A) Los nuameros irracionales son aquellos gue tienen infinitas cifras decimales que no son

periédicas.

(B) Ejemplos:

* 1,12112111211112... ; 0,101001000100001...

* Algunos nimeros irracionales surgen del estudio de cuestiones geométricas:
-Al hacer el cociente de la longitud de una circunferencia por € didmetro de la misma,
aparece el nUmero pi: 7z = 3,1415926535897932384626433832795...

-Al medir ladiagonal de un cuadrado de lado uno aparece el nimero J2=14142...
* También son irracional es |os nimeros que provienen de raices cuadradas no exactas:
2= 1,4142135623730950488016887242097...
/3 = 1,73205080756887729352744634150587...
\/E = 2,23606797749978969640917366873128...
7 = 2,64575131106459059050161575363926...
* Otros numeros irracional es importantes:

-niimero e= 2,71828182845904523536028747135266...
1++/5
2

= 1.6180339887492488570264520574598... famoso en la era

-numero de oro ¢ =

pitagoricay gue esta presente en muchas obras de arte.
(C) El conjunto de los numeros reales estd formado por los nidmeros racionales (decimales
periodicos) junto con los numeros irracionales (decimales no periodicos), es decir, por todos los
nameros decimales:

i3 7

2:4:5:07 =—:7=3'141592..;3'1 = 28 e
4 10

£2:0;,-112;1;-1,02=——
9 45

NUMEROS REALES

formados ‘ por

NUMEROS IRRACIONALES

NUMEROS RACIONALES

integra a los

incluye a los
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(D) Ejercicios:

1. Completalasigualdades siguientes (U ="unién" ; ~="interseccion"):

a3 (NuzZ)nQ= f) (z-UN)nQ=
b) (NNZ)UZ = 9) (lvQ)NR=
0 (ZnQ)NN= h) (1"Q)UR =
d) (ZuQ)NN= i) Z-N=
e (ZuQ)UN= ) R-Q=
2. Encuentra el minimo conjunto numérico (N,Z,Q,R) al que pertenezcan |os numeros:
e -3 ; -45 : 14 :8 ;7 ;29 2.9.= . 2 .0%: 2
5 3
3. Colocalossignos € 6 ¢ segun losnumeros de laizquierda sean o no de los conjuntos:
N A Q g R N Z Q 0 R
-5 3 € € 3 € 2
4 2
2 0
J3 4
s i
=5 e
) .
3
J9 J-6
4. Di s son ciertas o falsas |as siguientes expresiones.
a)\/ge(@ ; b)rzel ; c)3,léel ; d)eeR ; €-27€Q
5. Delos siguientes numeros di cudles son racionales y cualesirracionales:
2)4,253 ; b)V5 ; N2+l ; d)V49 ; e-9
6. ¢Verdadero o falso? ¢Por qué?.
a) Todo nimero real es racional f) Todo nimero entero es racional
b) Todo nimero natural es racional g) Todo numero irracional es entero
) Todo nimero irracional esrea h) Todo nimero natural es real
d) Todo nimero racional esirracional i) Todo nimero racional esredl
€) Todo nimero real esirracional j) Todo nimero entero es natural
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4.3. Aproximacion: truncamientoy redondeo.
(A) Paratrabgjar con numeros decimales infinitos 0 nimeros decimales largos, se les aproximan a
otros numeros mediante el truncamiento o el redondeo (ambas cosas las realizan | as calculadoras).
TRUNCAR un numero consiste en considerar sdlo las cifras decimales que nos interesan y
"eliminar" las demés. Primero debemos saber con cuéntas cifras decimales queremos trabajar o
cuantas nos estan pidiendo.
REDONDEAR un nimero en una determinada cifra decimal, consiste en "eliminar" cifras, pero a
veces hay modificaciones en las cifras originales y a veces no:

* Se cuentan las cifras que interesa degjar y se observala primera cifrague se vaaeliminar.

* Si laprimera cifraque se vaaeliminar es menor que 5 no hay modificaciones en las cifras

gue se degjan.
 Si la primera cifraque se vaaeliminar esigual o mayor que 5, la tltima cifra no eliminada
aumentaen 1.
(B) Ejemplos:
NUmero NC de cifras decimales | Truncamiento | Redondeo
2,33375689..... 3 (milésimas) 2,333 2,334
5,67587654..... 2 (centésimas) 5,67 2,67
0,01199453.... 4 (diezmilésimas) 0,0119 0,0120
-54,918237... 1 (décimas) -54,9 -54,9

El redondeo siempre es mejor puesto que se comete un error menor o igual que con el
truncamiento. Asi pues, siempre que no se diga nada, debemos redondear. Ademas, para que €l
error cometido no sea excesivo, se considera como “bueno”’, mientras que no se diga otra cosa, €l
redondeo en diezmilésimas.

(C) Ejercicios:
1. Aproximalos siguientes nimeros en milésimas (tres cifras decimales):

Numero Truncamiento Redondeo NuUmero Truncamiento Redondeo
0,356783258 3,145578
897,46789 235,654
7,00006 0,189675872
10009,9001 3,141592
11,1111111 2,718281
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2. Aproxima, por truncamiento y redondeo hasta el orden que seindica:

NUmero Orden de aproximacion | Truncamiento Redondeo
0,9876 milésimas
12,5483 centésimas
2 e
9 diezmilésimas
o2 décimas
- 0,999 centésimas
2r milésimas
-2 .
— diezmilésimas
11

4.4, Errores. absolutoy relativo.

(A) En @ truncamiento y redondeo de los nimeros y en las aproximaciones de las medidas de
magnitudes se producen errores. Existen dos tipes:

El ERROR ABSOLUTO es €l vaor absoluto de ladiferenciaentre el valor exacto y |a aproximacion:

£, = |x- xa| donde x es el valor exacto del niUmeroy X, €l valor aproximado

El ERROR RELATIVO es el cociente entre el error absoluto y el valor absol uto del nimero exacto:
£

a

€r=m

(B) Cotadel error absoluto:

Al medir, por gemplo, el ancho x del cuaderno cen una regla graduada en cm y en mm, se
observa que es mayor que 21,3 cm y menor que 21,4 cm. Se tiene que 21,3<x<21,4. Muchas
veces, como en el caso de la longitud del ancho del cuaderno no sabemos la medida auténtica, por
lo que no podriamos calcular € valor absoluto. Ahora bien, siempre podremos decir que la medida
de x esta comprendida entre 21,3 y 21,4 por lo que, como méaximo, se habra cometido un error de
+ 0,1y, por lo tanto, g, < 0,1. A este valor.se le denomina.cota del error absol uto.

Si para € numero de oro M =1,61803... tomamos como aproximacion 1,61, no se puede
calcular € error absoluto ya que no conocemos €l valor exacto, pero si |0 podemos acotar por un
valor que, con toda seguridad, es més grande que €l error:

€, =|1,61803...- 1,61 = 0,00803...< 0,01

€, =[1,61803...- 1,62/ =0,00197...< 0,005 si utilizamos como aproximacion 1,62; por

tanto, es mejor utilizar 1,62 como aproximacion de M puesto que la cota del error es menor.
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(C) Ejercicios:
1. Completa:

Numero | Aproximacion | Redondeo | Error absoluto | Error relativo | E. relativo en %
52,451

23,2372
54,887699
21,099

N Bl WIDN

2. Al medir una longitud de 30 km se ha producido un error absoluto de 30 m, y a medir una
longitud de 10 m se ha producido un error absoluto de 1mm. ¢En cud delas dos medidas se
ha producido més error relativo?

3. Encuentra la aproximacion de V2 con una cota de error absoluto de 0,00001. fdem para
/3 con una cota de error absoluto de 107°.

4. Redondea la expresiéon decimal de J10 para que la cota de error absoluto sea de 0,0001.

fdem +/19 con una cota de 0,0001. ¢Cud es la cota de error de /10 ++/19 calculado con
las aproximaciones anteriores?

5. Si quisiéramos la expresion decimal de +/10 ++/19  con una cota de error de 0,00001, qué
cota de error tendrian que tener J10 y J19?
6. S quisiéramos la expresion decimal de J7 =+/11 con unacotade error de 0,001, ¢qué cota

de error tendrian que tener v/7 y /11

7. Unaaproximacion por truncamiento del nimero 4,56789 es 4,56. Calcula el error absoluto y
el error relativo.

8. Una aproximacion del nimero 4,56789... es 4,56. Calculala cotadel error absoluto.

9. Escribe la aproximacion por truncamiento y. por redondeo hasta las milésimas de z eindica
lacotadel error absoluto que has cometido.

10. Indica en cuales de las siguientes aproximaciones del niUmero de oro ¢ se haredondeado y

encuentraunacotadel error absoluto: 1 ; 161 ; 1,62 ; 1,618 ; 1,7

4.5. Notacion cientifica.
(A) Trabajar con nimeros muy peguefios 0 demasiado grandes es bastante incomodo dado que
tenemos que escribir un gran nimero de cifras. Por g emplo:
123456789 ; 0'00000009876 ; 2313435787978 ; (0'0000000000001

Para solucionar este problema se utiliza la notacion cientifica que consiste en transformar el
nimero en otro nimero decimal cuya parte entera consta de una unica cifra distinta de cero y que
esta multiplicada por una potencia de 10 que "compensa’ |a operacion que hemos tenido que hacer
para conseguir la transformacion.
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(B) Ejemplos:
3.500.000.000 = 3:500.000.000 -1.000.000.000 = 3,5-10°
1.000.000.000
0,0000008-10.000.000, g ,
0,0000008 = =—=8-10
10.000.000 10

123.456.789 = 1, 23456789-10° = 1, 2346 -10°
0,0000000009876 = 9,876 -10"°

2313435,787978 = 2,313435787978-10° ~ 2,3134-10°
0'0000000000001 = 1-10*

(C) Conviene ahora plantearse cudl es € procedimiento contrario, es decir, escribir con todas sus
cifras un nimero dado en notacién cientifica. Pues bien, consiste en poner €l valor de |a potencia de
10y redlizar la cuentaindicada. Veamos o:

1 7,45602
10,000  10.000
9,0137-10° = 9,0137-100.000 = 901.370
2,079-10" = 2,079 L = 208 =0,2079

10 10
5,9012-10" = 5,9012-100.000.000.000 = 590.120.000.000

7,45602-10™" =7,45602- =0,000745602

(D) Por ultimo, es importante observar gque otra ventaja de tener escritos |os nimeros en notacién
cientifica es la comodidad a la hora de realizar determinados calculos. Por ejemplo, para multiplicar
numeros escritos en notacion cientifica, basta aplicar la propiedad asociativa del producto/para
multiplicar |os numeros decimales entre si y |as potencias de 10 también (aplicando la propiedad del
producto de potencias de la misma base), ahorrando calculos porque hay menos cifras y quedando
asimismo el resultado escrito en notacion cientifica.

(E) Ejercicios:

1. Expresaen notacion cientifica, redondeando el resultado en centésimas si fuera necesario:

NUmero Notacion cientifica NUmero Notacion cientifica

El n° de Avogadro (particulas/mol)
602.204.500.000.000.000.000.000

1289 centésimas

LamasadelaTierra(kg)

1432600000000
5.976.300.000.000.000.000.000
Lacargade electrony proton (C
g yp © 0,00054
0,00000000000000000016021892
Lavelocidad de laluz (m/s)
7.685.940.321

299.800.000.000
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2. Haz con lacalculadora las siguientes operaciones en notacion cientifica:

OPERACION RESULTADO OPERACION RESULTADO
a 1,254-107?-51-10"* 0 (814-107°)-(-4-10%
b 5.10%+23.1073 g (65-107): (1,28 -1072)

4.6. Representacion lineal delos nimerosreales. Orden.
(A) Para representar graficamente los nimeros reales debemos tener en cuenta que existe una
identificacion total entre los puntos de la recta y dichos numeros, es decir, cada punto de la recta
representa @ un numero real y a cada nimero real le corresponde un punto de la recta que lo
representa.

Como ya sabemos representar nimeros racionales con denominador pequefio de forma
exacta en la recta, Unicamente queda por aprender como representar numeros irracionales o
fracciones con denominador grande. En ambos casos, como no podia ser de otra forma, habra que
hacerlo de forma aproximada:

—46 ¢ e T J24 =480
5 ¥
| | I ’ II I I ' I ' II I I I

4 4 B 1 o 1 2 3 4 5 6

(B) Para ordenar numeros real es (decimales) actuamos de la siguiente forma:
1° |ocalizamos la primera cifradistinta, ya sea en la parte enterao en la parte decimal
2° si |os dos son positivos, sera mayor el gue mayor tenga dicha cifra (2'454454445...<2'46)
si los dos son negativos, sera mayor el gue menor tenga dicha cifra (-3'99888...>-3'97)
Sl uno es positivo y el otro es negativo, seramayor e positivo (—-z <e)

(C) Ejercicios:
1. Dibujaen larectareal los siguientes nUmeros reales:

V17 5 Y185 —V2904 B i 1442 | 3445

2. Ordenade menor a mayor:

VT 2088 5 VI = 5 -34
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4.7. Intervalosdelarectareal.

(A) Existen distintos subconjuntos dentro de larecta real que son especialmente importantes puesto
gue tienen diversas aplicaciones (inecuaciones, dominios de funciones,...). Todos ellos coinciden
con “trozos’ derecta, y se clasifican de la siguiente forma:

* Rectareal: R =]-co,oq

* Semirrectas: a

-Aladerecha cerradadeorigena: = [a,+o[ =[a,+)={xe R/x2>a}

a
-Aladerecha abiertadeorigena:  |a,+eo[ =(a,+e)={xe R/x>a}
b
-Alaizquierda cerrada de extremo b:  |—eo,b] = (—eo,b] ={xe R/Xx< b}
b
-Alaiizquierda abierta de extremo b:  |—eo,b] =(—e0,b) ={Xe R /X< b}
* Segmentos: a b
-Cerrado: [a,b]={xe R/a< x<b}
a b
-Semiabierto por laizquierda: Ja,b]=(a,b]={xe R/a< x<b}
a b
- Semiabierto por la derecha: [a,b] =[a,b) ={xe R/a<x<b}
a b
-Abierto: Ja.b[ =(a,b)={xe R/a< x<b}

(B)' * Unentorno (abierto) de unpunto, xe R, es un intervalo abierto que contiene ax.
* Un entorno reducido de un punto, xe R, esun entorno sin considerar € punto x.
* Un entorno (simétrico) centrado en xe Ry de radio r>0, es un intervalo abierto de la

forma E (X)=|x—r,x+r[={ae R/x—-r <a<x+r}.

Asi el entorno real decentro3y radio4es:  E,(3)=]3-4,3+4[=]-17]
* Un entorno (Simétrico) reducido centrado en xe R y deradio r>0, es un intervalo abierto
delaforma |x—r, X[ U|x, X+r|

(C) Ejercicios:
1. Representaen larectalosintervalos siguientesy exprésalos como conjunto:
[4,0o[ & Jee=2[ 5 [13] 5 J25] ; [0.3] 5 5[ 5 [-22] ; [-43] 5 ]-e0]

2. Escribe como intervalosy representalos siguientes conjuntos:

I, ={xeR/x>7} ; |,={xe R/x<-5} ; I3:{xeR/%<x£4} ; 1, ={xe R/0<x<5}
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3. Siendo A={xeR/x<5} y B={xeR/x<0},cacula
ANB; AUB; A(contrario de A); B (contrario de B); A—- B= AN B.
4. Sendo A={xeR/-4<x<3} y B={xeR/x<0},cdcula
ANB;AUB;A;B;A-B=AnB.
5. Siendo A=]-,5[ 'y B=]-2,8],cdcua A~B;AUB.
6. Sendo A=]2,5] y B=[3,8[,cadcua ANB;AUB.
7. Elintervalo A=]-2,4] esun entorno. Calculasu centroy su radio.

8. Escribe en forma de interval o las siguientes expresiones:
a) Es(4) , b)) E(QUE®M ; ©E@NEM

9. Completaconlossignose 0 ¢ lospuntos suspensivos en las expresiones:
a) -2...E;(-5) ; b) -6...E;(-5) ; ©)-8...E;(-5) ; d)O0...E,(-5)

4.8. Operaciones con numer osreales.
(A) Las operaciones en las que aparecen numeros irracionales se hacen de forma aproximada,
realizando primero un redondeo y posteriormente la operacion, que queda reducida a una cuenta
con numeros decimal es exactos.
(B) Ejemplos:
7 =314159265...~ 31416 ; e=2,718281...=2,7183
4+ =~4+31416=7,1416
37 =3-3,1416=9,4248
7’ =~ 3,1416° = 9,86965056 ~ 9,8697
r 31416

TS 15708
2

7+e=5,8599
e-r = 3,1416-2,7183=8,53981128 =~ 8,5398

No merece la pena insistir mas en este apartado, puesto gque las cuentas (aproximadas) que
hay que realizar son operaciones con numeros decimales exactos y se readlizan como s fueran
ndmeros natural es, teniendo en cuenta las cifras decimales.
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